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Rigidity matrix of a rod element with a variable cross section in  

problems of calculating structures using the finite element method 
 

M.Kh. Miralimov1 a 

1Tashkent state transport university, Tashkent, Uzbekistan 

Abstract: Transport structures have various configurations, which makes modeling their stress state under external 

loads a complex task. The finite element method makes it possible to model structures of various shapes 

for strength calculation. This paper considers the derivation of the stiffness matrix for a rod element with 

a variable cross-section with finding the minimum of the functional under the corresponding boundary 

conditions, which gives a variational statement of the problem. 
Keywords: finite element, beam structure, stiffness matrix, section 

 

Матрица жесткости стержневого элемента с переменным  

поперечным сечением в задачах расчета конструкций 

 методом конечных элементов 
 

Миралимов М.Х.1 a 

1Ташкентский государственный транспортный университет, Ташкент, Узбекистан 

 
Аннотaция: Конструкции транспортных сооружений имеют различные конфигурации, что моделирование их 

напряженного состояния при внешних нагрузках являются сложной задачей. Метод конечных 

элементов даёт возможность моделировать для прочностного расчета, конструкций различной 

формы. В данной работе рассматривается вывод матрицы жесткости для стержневого элемента с 

переменным поперечным сечением с нахождением минимума функционала при 

соответствующих граничных условиях, которая дает вариационная постановка задачи. 

Ключевые слова: конечный элемент, стержень, матрица жесткости, сечение 

1. Введение 

Одним из преимуществ метода конечных элементов 

является возможность рассчитывать конструкции 

сложной геометрии. Обычно при расчетах 

профилированные элементы аппроксимируются 

ступенчатым образом с использованием обычных 

стержневых элементов постоянной толщины (рис.1). 

Однако при такой аппроксимации придется брать 

достаточное количество узлов, что может занимать при 

решении задачи достаточное время. 

2. Методология исследования 

Для вывода уравнений МКЭ используем 

вариационную формулировку задачи [1], где полная 

энергия Э состоит из потенциальной энергии П 

деформации тела (потенциала внутренних сил) и 

энергии (потенциала) А внешних сил    

I = П+А  (1) 

Условно будем считать, что в начальном, 

недеформированном состоянии I = 0.  

 
a  https://orcid.org/0000-0003-2530-5516 

 
Рис.1. Общий вид стержня 

Следовательно, полная энергия Э представляет 

собой изменение энергии внешних и внутренних сил 

при переходе тела из начального в деформированное 

состояние [4]. Энергия любой системы сил измеряется 

работой, которую могут совершить эти силы при 

возвращении тела из конечного в начальное, нулевое 

состояние. Если рассмотреть варьируемые величины П 

и А, то можно установить ряд полезных свойств, 

которыми они обладают. Это рассмотрение показывает, 

что задача анализа конструкций, основанная на подсчете 

вариации суммы П + А, относится к хорошо 

разработанной области математики, известной как 

вариационное исчисление.  

В этом случае  

𝑑П =
1

2
𝜎𝑥𝜀𝑥 =

1

2
𝐸𝜀𝑥

2              (2) 

где Е - модуль Юнга, перемещение точек 

поперечного сечения может определяться за счет его 

поворота 𝜃 = −𝑣′𝑦, а следовательно, деформация будет 

𝜀𝑥 =
𝜕𝜃

𝜕𝑥
= −𝑣″𝑦, а 𝑑П =

1

2
𝐸(𝑣″)

2
𝑦2  (штрихом 

https://orcid.org/0000-0003-2530-5516
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обозначено дифференцирование по x). Будем считать 

справедливой гипотезу прямых нормалей. Далее 

напишем  

П =
1

2
∭ 𝐸(𝑣″)

2
𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉
=

1

2
∫ 𝐸𝐽𝑧(𝑣

″)
2
𝑑𝑥

𝐿

0
   (3) 

В этом выражении для U интеграл ∬ 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐹

= 𝐽𝑧, 

где 𝐽𝑧 момент инерции сечения балки. Для 

потенциальной энергии внешних сил напишем 

𝐴 = −∫ 𝑞(𝑥)𝑣𝑑𝑥
𝐿

0

 

Окончательно функционал полной энергии имеет 

следующий вид  

𝐼 = П + А =
1

2
∫ 𝐸𝐽𝑧(𝑣

″)
2
𝑑𝑥

𝐿

0
− ∫ 𝑞𝑣𝑣𝑑𝑥

𝐿

0
=

∫ 𝐹(𝑥, 𝑣,
𝑑𝑣

𝑑𝑥
)𝑑𝑥

𝐿

0
                                                           (4) 

 

Нахождения минимума функционала (4) при 

соответствующих граничных условиях дает 

вариационная постановка задач о поперечном изгибе 

балки стержня постоянного сечения: Основной задачей 

вариационного исчисления является определение 

величины 𝑣(𝑥), которая доставляет стационарное 

значение интегралу 

𝐼 = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
)𝑑𝑥

𝐿

0
    (5) 

Через f обозначена функция, характеризующая в 

механике конструкций как плотность дополнительной 

энергии, аI - функционал, т.е. функция от функции (в 

данном случае от функции f). В стационарной точке 

справедливо следующее условие 

𝑑𝐼(𝑣)/𝑑(𝑣) = 0 

Тогда малые изменения перемещение v в виде 𝛿𝑣 

приводит к малому изменению функционала, 

обозначаемому через 𝛿𝐼, чтобы получить полезное 

выражение для 𝛿𝐼, необходимо проинтегрировать это 

выражение по частям. Необходимые условия минимума 

функционала (4) дает уравнения Лагранжа 
𝑑𝐼

𝑑𝑣
−

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐼

𝜕𝑣′′
= 0   (6) 

Постановка уравнение (4) в уравнение Эйлера-

Лагранжа (6) дает дифференциальное уравнение 

равновесия оси изогнутого бруса в виде формулы  

𝐸𝐽𝑧
𝑑𝑣4

𝑑𝑥4
− 𝑞𝑣 = 0     (7) 

В основе метода конечных элементов (МКЭ) лежит 

вариационное исчисление [2]. Для этого находим 

минимум функционала (4) при граничных различных 

граничных условиях.  

Решение ищется как метод Ритца  

𝑣 = ∑ 𝑣𝑘𝜙𝑘(𝑥) =
𝑛
𝑘=1 ∑ 𝑣𝑘𝑁𝑘(𝑥)

𝑛
𝑘=1    (8) 

С той разницей, что 𝑣𝑘 является узловыми 

перемещениями 𝜙𝑘(𝑥) = 𝑁𝑘(𝑥) - функция формы 

одного элемента, где n – число степеней свободы 

конечно-элементной сетки [2]. 

Для минимизации функционала, приведенной выше 

формулам для полной области следует написать систему 

уравнений 

𝜕𝐼

𝜕𝑣
=

{
 
 
 

 
 
 
𝜕𝐼(1)

𝜕𝑣𝑘,1

𝜕𝐼(2)

𝜕𝑣𝑘,2

.

.
𝜕𝐼(𝑚)

𝜕𝑣𝑛,𝑚}
 
 
 

 
 
 

= 0                             (9) 

Здесь m - число элементов. Если справедливо 

утверждение, что функционал равен сумме вкладов 

отдельных элементов, т. е., что 

𝐼 = ∑ 𝐼(𝑚)𝑚
𝑖=1     (10) 

то символически уравнение принимает вид 

𝜕𝐼

𝜕𝑣
= ∑

𝜕𝐼

𝜕𝑣𝑛,𝑚

(𝑚)
= 0𝑚

𝑖=1   (11) 

где, суммирование производится по всем элементам. 

Таким образом, получено правило составления системы 

уравнений, минимизирующих функционал, для всего 

ансамбля [7]. В частном случае, когда 𝐼 является 

функционалом вида (10) производную для элемента m 

можно записать в виде: 
𝜕𝐼(𝑚)

𝜕𝑣𝑛,𝑚
= [𝑘](𝑚)𝑣(𝑚) − 𝑃⃗ (𝑚)   (12) 

где [𝑘](𝑚), 𝑃⃗ (𝑚) - постоянные матрицы (матрица 

жесткости и вектор нагрузок элемента). Теперь систему 

уравнений (12) минимизирующий функционал, можно 

записать следующим образом 
𝜕𝐼

𝜕𝑣
= KZ⃗ -P⃗⃗ = 0   (13) 

Пусть искомые степени свободы, или узловые 

переменные, принято объединять в так называемые 

элементные вектора узловых переменных, в данном 

случае узловых перемещений: 

KZ⃗ = 𝑃⃗     (14) 

Матричное уравнение (14) представляет собой 

стандартную форму записи системы линейных 

алгебраических уравнений метода конечных элементов 

(СЛАУ МКЭ). Заранее определим, что в полученной 

системе уравнений операция с граничными условиями 

производятся в следующем виде: кинематические 

граничные условия через вектора перемещений, а 

статические через вектора внешних сил [8]. Стержневой 

элемент с переменным поперечным сечением, 

изображенной на рис.2 иллюстрирует основные 

факторы аппроксимации геометрии конусообразных 

призматических элементов и пластин переменной 

толщины. 

 

 
Рис. 2. Расчетная модель элемента 

Альтернативный ступенчатому представлению 

служит простая аппроксимация величины F(х) во всем 

конструктивном элементе либо на сегментах, 

разбивающих этот конструктивный элемент. Указанная 

аппроксимация необходима в силу следующего 

обстоятельства. Если требуется найти явный вид 

матрицы жесткости элемента, то, как легко видеть, 
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никаким единым представлением F(х) нельзя задать 

точно все возможные формы конструкции. Функция 

перемещений, использовавшаяся для элемента 

постоянного сечения, в этом случае не является точной, 

так как она приводит к условию постоянства 

деформаций, которое уже не выполняется вдоль оси 

элемента. В практике проектирования 

профилированных стержневых и пластинчатых 

элементов в пространстве можно простым способом 

аппроксимировать геометрические характеристики 

сечений[9]. Только в этом случае придется 

рассматривать изменение толщины элемента и в 

перпендикулярном направлении плоскости 

расположении элемента, т. е. вместо F(х) следует брать 

b(x) и h(x), как показанной на рис. 2 : 

𝑏(𝑥) = (1 − 𝛼1
𝑥

𝐿
)𝑏1, ℎ(𝑥) = (1 − 𝛼2

𝑥

𝐿
)ℎ1 

𝛼1 =
ℎ1−ℎ2

ℎ1
, 𝛼2 =

𝑏1−𝑏2

𝑏1
    (15) 

можно получить матрицу жесткости для такого 

элемента, но в этом случае момент инерции поперечного 

сечения будет зависеть от длины элемента  

∬ 𝑦2𝑑(𝑏(𝑥))𝑑(ℎ(𝑥)) = ∫(1 + 𝛼1
𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
)𝑑𝑏1𝑑ℎ1

𝐹𝐹

= 

= ∬ 𝑦2𝑑𝑏1𝑑ℎ1(1 + 𝛼1
𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
)2)

𝐹1
= 𝐽𝑧(1 +

𝛼1
𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
) =

𝑏ℎ
3

12
(1 + 𝛼1

𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
)3     (16) 

С учетом прямоугольности поперечного сечения 

стержня для момента инерции сечения напишем 

𝐽𝑧(1 + 𝛼1
𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
) =

𝑏1ℎ1
3

12
(1 + 𝛼1

𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
)3 

Функционал полной энергии имеет следующий вид  

𝐼 = П + А =
1

2
∫ 𝐸𝐽𝑧(𝑣

″)
2
(1 + 𝛼1

𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
)3𝑑𝑥

𝐿

0
−

∫ 𝑞𝑣𝑣𝑑𝑥
𝐿

0
= ∫ 𝐹(𝑥, 𝑣,

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)𝑑𝑥

𝐿

0
                  (17) 

Нахождения минимума функционала (17) при 

соответствующих граничных условиях дает 

вариационная постановка задачи о поперечном изгибе 

балки стержня переменного сечения. Для минимизации 

функционала воспользуемся уравнениями (9-15) для 

одного элемента состоящая из двух узлов и тогда 

матрица жесткости для стержня переменного сечения 

запишется следующим образом 

          =++== 
LL

dxdx
0

1

T3

21

0

T
N"EJN")

L

x
α)(1

L

x
α(1N"EJ(x)N"k

= 𝐸𝐽1 ∫ (1 + 𝛼1
𝑥

𝐿
)(1 + 𝛼2

𝑥

𝐿
)3 {

6

𝐿2
(2𝜉 − 1) −

2

𝐿
(3𝜉 −

𝐿

0

2) −
6

𝐿2
(2𝜉 − 1) −

2

𝐿
(3𝜉 − 1)}

𝑇

× 

{
6

𝐿2
(2𝜉 − 1) −

2

𝐿
(3𝜉 − 2) −

6

𝐿2
(2𝜉 − 1) −

2

𝐿
(3𝜉 −

1)}            (18) 

Здесь 𝐽1 - момент инерции поперечного сечения в 

узле 1. Тогда интегрируя зависимость (18) по длине L и 

с учетом зависимостей для функции формы поле 

перемещений и переменности поперечного сечения 

можно получить матрицу жесткости для такого 

элемента 

 

[𝑘] = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13 𝑘14
𝑘21 𝑘22 𝑘23 𝑘24
𝑘31 𝑘32 𝑘33 𝑘34
𝑘41 𝑘42 𝑘43 𝑘44

]   (19) 

где коэффициенты матрицы жесткости принимают 

следующий вид:  , 

𝑘11 =
𝐸𝐽1
𝐿3
(11 + 5(𝛼1 + 𝛼2) + 6(𝛼1 + 𝛼2)

2 +
24

5
𝛼1𝛼2) 

𝑘12 = 𝑘21 =
𝐸𝐽1
𝐿2
(13 + 6(𝛼1 + 𝛼2) + 4(𝛼1 + 𝛼2)

2

+
69

13
𝛼1𝛼2) 

𝑘13 = 𝑘31 =
𝐸𝐽1

𝐿3
(−6 − 3(𝛼1 + 𝛼2) + 6(𝛼1 + 𝛼2)

2 −
46

5
𝛼1𝛼2), 

)
15

57
)(3)(1211(

21

2

21212

1

4114
 +++++==

L

EJ
kk

𝑘22 =
𝐸𝐽1

𝐿
(6 + 3(𝛼1 + 𝛼2) + 12(𝛼1 + 𝛼2)

2 +
9

13
𝛼1𝛼2), 

)
25
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)(4)(34( 212121

1
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𝑘23 = 𝑘32 =
𝐸𝐽1

𝐿2
(−15 − 2(𝛼1 + 𝛼2) − 4(𝛼1 + 𝛼2)

2 −
57

5
𝛼1𝛼2) 

)
13
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)(3)(56(
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𝑘34 = 𝑘43 =
𝐸𝐽1

𝐿2
(−2 − 3(𝛼1 + 𝛼2) − 6(𝛼1 + 𝛼2)

2 +
36

15
𝛼1𝛼2) 

𝑘44 = 𝑘44 =
𝐸𝐽1
𝐿3
(3 + 4(𝛼1 + 𝛼2) + 6(𝛼1 + 𝛼2)

2

+
69

13
𝛼1𝛼2) 

3. Заключение 

Таким образом, при вычислении матрицу жесткости 

для стержня с переменным поперечным сечением 

необходимо будет задавать размеры поперечного 

сечения в начале и конце элемента и момент инерции 

поперечного сечения только в начале элемента. 

А задачи с учетом переменности поперечного 

сечения стержня состоящих из нескольких конечных 

элементов решаются для различных граничных условий 

очень просто. 
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