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Research of a stochastic optimizer based on a logical probability code 

converter 
 

O.A. Turdiev1 a 

1Tashkent state transport university, Tashkent, Uzbekistan 

 

Abstract: In the modern world, electronic computing devices play an important role, and one of the key factors of 

their efficiency is high performance, meaning the ability to perform more operations per unit of time. 

However, complex operations such as multiplication, division, and exponentiation require significant 

time costs. Stochastic computing devices can be used to speed up these processes. The article discusses 

the structure of the stochastic optimizer and presents its schematic. It describes the algorithm of the 

stochastic computing device for solving a stochastic optimization problem. Additionally, an analysis of 

the performance of the stochastic optimizer is provided, including the dependence of performance on 

computation accuracy and the dimensionality of the space. 
Keywords: Probability Code Converter (LPCV), Stochastic Quasi-Gradient (SQG), Stochastic Theorem, Stochastic 

Computing Device (StCD), Function 

 
 

Исследование стохастического оптимизатора на основе логического 

преобразователя код-вероятности 
 

Турдиев О.А.1 a 

1Ташкентский государственный транспортный университет, Ташкент, Узбекистан 

 

Аннотaция: В современном мире электронно-вычислительные устройства играют важную роль, и одним из 

ключевых факторов их эффективности является высокая производительность, то есть 

способность выполнять больше операций за единицу времени. Однако сложные операции, такие 

как умножение, деление и возведение в степень, требуют значительных временных затрат. Для 

ускорения этих процессов могут быть использованы стохастические вычислительные 

устройства. В статье рассмотрена структура стохастического оптимизатора и представлена его 

схема. Описан алгоритм работы стохастического вычислительного устройства для решения 

задачи стохастической оптимизации. Также проведен анализ быстродействия стохастического 

оптимизатора, включая зависимость производительности от точности вычислений и 

размерности пространства. 

Ключевые слова: Преобразователь код вероятности (ЛПКВ), стохастический квазиградиент (СКГ), стохастической 

теоремы, СтВу, функция 

 

1. Введение 

В таких областях, как измерительная техника, 

радиолокация и гидроакустика, часто возникает 

необходимость решения оптимизационных задач, 

направленных на нахождение экстремума функции 

регрессии. Метод оптимизации в данном контексте 

представляет собой подход, который помогает 

вычислить минимум или максимум этой функции. На 

практике, при измерении параметров сигналов, 

необходимо учитывать влияние случайных помех, 

которые искажают функцию. Поэтому вместо точной 

функции в реальных условиях имеется лишь 

приближенная версия функции или её градиенты. 

Стоит отметить, что современные вычислительные 

устройства обладают высокой производительностью, 

однако выполнение таких операций, как умножение, 

деление и возведение в степень, остается достаточно 

ресурсоемким и времязатратным. Применение 

 
a  https://orcid.org/0000-0002-1651-5493 

стохастического оптимизатора позволяет избежать этих 

операций, заменяя их на более простые, такие как сдвиг, 

сложение и вычитание. Основная цель использования 

стохастического оптимизатора заключается в 

сокращении времени работы алгоритма на каждой 

итерации, что в свою очередь способствует снижению 

общего времени его выполнения. 

2. Методология исследования 

Сходимость вычислительного процесса и оценка 

его производительности 

На выходе логический преобразователь код 

вероятности (ЛПКВ) имеется вектор случайных величин 

𝛽𝑠 = (𝛽1
𝑠 , … . , 𝛽𝑛

𝑠), где 𝛽𝑘
𝑠 = sig 𝑛 (𝜉𝑘

𝑠)𝑢+(|𝜉𝑘
𝑠| − 𝑎𝑠), 𝑘 =

1,… . , 𝑛 и 𝜉𝑘
𝑠 − составляющие стохастический 

квазиградиент (СКГ), который является исходной 

информацией, 𝑎𝑠 – равномерно распределённые 

случайные числа в диапазоне от 0 до 𝐶 = 21. Вектор 

𝛾𝑠 = 𝑐𝛽𝑠 Будет СКГ. В основу модернизированного 

https://orcid.org/0000-0002-1651-5493
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алгоритма оптимизации стохастической теоремы в 

качестве исходных данных будет СКГ 𝛾𝑠 , основание 

степени 𝑎 =2 и вместо вещественной степени бетётся её 

целая часть по функции ent. Везде далее 

рассматриваются случайные события 𝜔 ∈ 𝛺, где 

(𝛺, 𝐹, 𝑃) − вероятное пространство.  
Теорема 1.1. пусть f(x) – выпуклая (возможно, 

негладкая) функция, заданная на выпуклом компактном 

множеств 𝕏 ⊂ ℝ𝑛 функция удовлетворяет условию 

Липшица на 𝕏 . 

Если выполняется: 

max ∥x-y∥ = 𝑐1    (1.1) 

x,𝑦 ∈ 𝕏 

|𝜉𝑘
𝑠|≤ 21 п.,  𝑙 ∈ ℤ k=1 ,…, n  (1.2) 

𝑀𝑆𝜉
𝑠 = 𝑓(𝑥𝑠),    (1.3) 

Где 𝑓(𝑥𝑠) ∈  𝛿 𝑓(𝑥𝑠), 𝜉𝑠 = 𝑦𝑠 − 𝑓(𝑥𝑠) , (1.4) 

Где 𝑦𝑘
𝑠 = 𝑐𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝜉𝑘

𝑠)𝑢+(|𝜉𝑘
𝑠| − 𝑎𝑠), 𝑘 = 1,… , 𝑛   (1.5) 

𝑎𝑠𝜖𝑈[0, 𝑐] 𝛿 > 0𝑘,   (1.6) 

То с вероятностью 1 все предельные точки 

последовательности {𝑥𝑠} (задаваемые соотношениями: 

𝑥𝑠+1 = 𝜋𝑥(𝑥
𝑠 − 2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)𝑦𝑠) 𝑠 = 0,1,… (1.7) 

Где 𝑟𝑠+1 = 𝑚𝑖𝑛{𝑞0, 𝑟𝑠−< 𝑦
𝑠 + 1, ∆𝑥𝑠+1 > 𝛿2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)}  (1.8) 

𝑞0 > 0,  𝑟0 = 0,𝛥𝑥
𝑠+1 = 𝑥𝑠+1 − 𝑥𝑠) (1.9) 

Принадлежат множеству  

𝕏∗ = {𝑥∗ ∈ 𝕏: 𝑓(𝑥∗) =  min
𝑦𝜖 𝕏

 𝑓 (𝑦)} 

Для доказательства теоремы необходимо доказать 

несколько лемм. Следует отметить, что из (1.5) следует, 

что ∥ 𝑦𝑠  ∥≤ 𝐶√𝑛 = 𝑐2 п.н. (1.10) 

Обозначим 𝑝𝑠 =  2
𝑒𝑛𝑡  (𝑟𝑠) 

Лемма 1.1 выполняется соотношение  

∑ 2𝑒𝑛𝑡 (𝑟𝑠) = 
∞

𝑆=0
∞ п.н. 

Доказательство. Предположим противное, т.е. 

существует константа 𝑘, для которой вероятность 

события: 

A = {𝜔:∑ 2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)
∞

𝑠=0
≤k} больше 0, т.е. 𝑃(𝐴) > 0. 

Из (2.7, 2.8, 2.9, 2.10) имеем (по неравенству Шварца 

[6] и свойствам оператора проектирования 𝜋𝑥 [7]): 

𝑟𝑠+1 ≥ min( 𝑞0 − 𝑟𝑠− ∥ 𝑦
𝑠+1  ∥ ∥ ∆𝑥2 ∥  −𝛿2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)) ≥

min  (𝑞0, 𝑟𝑠 − 𝑐2
22𝑒𝑛𝑡 (𝑟𝑠) −  𝛿2𝑒𝑛𝑡 (𝑟𝑠)) ≥ min  (𝑞0, 𝑟𝑠 −

𝑐32
𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)) п. н., 
Где 𝑐3 = 𝑐2

2 + 𝛿 ) > 0. Тогда для элементарных 

событий 𝜔 ∈ 𝐴 имеем (т.к. 𝑟0 = 0), что 𝑟𝑠+1 ≥
min( 𝑞0, −𝑐3𝑘)   (1.11) 

Таким образом получим, что 2𝑟𝑠+1 ≥

𝑚𝑖𝑛 (2𝑞0 , 2−𝑐3𝑘) > 0 2𝑟𝑠+1 = 2𝑒𝑛𝑡 (𝑟𝑠+1)+∆𝑠+1 , где − 1 <

∆𝑠+1< 1. Следовательно 2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠+1) ≥
2−∆𝑠+1min(2𝑞0 , 2−𝑐3𝑘) ≥ 0,5min(2𝑞0 , 2−𝑐3𝑘) > 0, что 

противоречит соотношению ∑ 2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)
∞

𝑠=0
 ≤ 𝑘 о 

сходимости ряда, т.к. общий член ряда не стремится к 0. 

∆ 

Лемма 1.2. Выполняется соотношение 

∑ M22ent(rs)
∞

s=0
<  ∞ п.н. Доказательство. Покажем, 

что при фиксированном 𝑠 значение случайной величины 

𝑦𝑠+1 = 𝑟𝑠+1 + 𝑓(𝑥
𝑠+1) ограничено на 𝕏. По (1.1) и 

условию Липшица (2) ∃ 𝑐4и 𝑐5 такие, что 𝑐4 ≤ 𝑓(𝑥
𝑠+1) ≤

𝑐5 для ∀𝑥 ∈ 𝕏. Из (1.8)следует, что 𝑟𝑠+1 ≤ 𝑞0. Из (1.11) 
𝑟𝑠+1 ≤ 𝑓(𝑥

𝑠+1) ≤ 𝑐5 для ∀ 𝑥 ∈ 𝕏. Из (1.8) следует, что 

𝑟𝑠+1 ≤ 𝑞0. Из (1.11) min (𝑞0, −𝑐3∑ 𝑝1) ≤ 𝑟𝑠+1
𝑠

𝑖=0
 , что и 

доказывает это утверждение. 

Следовательно,  ∃ 𝑀𝑟𝑠+1, по свойству интеграла 

Стилтьеса для функции ограниченной вариации [1, 3, 5]. 

Из (1.4), (1.8) учитывая определение градиента 

выпуклой функции [2] и свойства операции 

проектирования [4] получим 

𝑟𝑠+1 ≤ 𝑟𝑠−< 𝑦
𝑠 + 1, ∆𝑥𝑠+1 >  − 𝛿𝑝𝑠

≤ 𝑟𝑠 + 𝑓(𝑥
𝑠) − 𝑓 (𝑥𝑠+1)−

< 𝜉𝑠+1, ∆𝑥𝑠+1 > 𝛿𝑝𝑠 
Из (1.3), (1.4), (1.7) будет следовать, что 𝑀𝑠+1 <

𝜉𝑠+1, ∆𝑥𝑠+1 > =  𝑀𝑠+1 < 𝛾
𝑠+1 − 𝑓(𝑥𝑠+1)), 𝜋𝑥(𝑥

𝑠 −
𝑝𝑠𝛾

𝑠) − 𝑥𝑠 >=0, т.к. 𝛾𝑠+1 СКГ. 

Следовательно, используя свойства условного 

матожидания [3], 

получим 𝑀𝑠+1 𝛾
𝑠+1 ≤ 𝑦𝑠 − 𝛿𝑝𝑠  (1.12) 

Величина 2𝑟𝑠+1/2𝑀𝑟𝑠+1ограничена для ∀𝑠. В случае 

конечного 𝑟𝑠+1это утверждение очевидно. По (1.8) 

𝑟𝑠+1 < 𝑞0, таким образом остался случайна, когда 𝑟𝑠+1 →
∞ при 𝑠 → ∞. При  𝑟𝑠+1 → ∞ для достаточно больших s 

имеем:  𝑟𝑠+1 = 𝑟𝑠−< 𝛾
𝑠+1, ∆𝑥𝑠+1 > − 𝛿𝑝𝑠, где 𝑝2 =

2𝑒𝑛𝑡 (𝑟𝑠) → 0 при 𝑟𝑠+1 →  ∞  при 𝑠 →  ∞. При 𝑟𝑠+1 →  ∞  

для достаточно больших s имеем 𝑟𝑠+1 =  𝑟𝑠− <

𝑦𝑠+1, ∆𝑥𝑠+1 > −𝜕𝑝𝑠, где 𝑝𝑠 = 2
𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠) →  0  при  𝑟𝑠+1 →

 ∞ . Из (1.1, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10), используя неравенство 

Шварца и свойства оператора проектирования 

𝜋𝑥получим, что 𝑟𝑠|𝛾
𝑠+1||∆𝑥𝑠+1| − 𝜕𝑝𝑠 ≤ 𝑟𝑠+1  ≤ 𝑟𝑠 +

|𝛾𝑠+1||∆𝑥𝑠+1| >  −𝜕𝑝𝑠 или 𝑟𝑠 − 𝑐2
2𝑝2 − 𝜕𝑝𝑠 ≤ 𝑟𝑠+1 ≤

𝑟𝑠 + 𝑐2
2𝑝2 − 𝜕𝑝𝑠, и 𝑟𝑠 − 𝑐3𝑝𝑠 ≤ 𝑟𝑠+1 ≤ 𝑟𝑠 + 𝑟𝑠+1где 𝑐3 >

0. Обозначим 𝑧𝑠 = 𝑟𝑠 − 𝑐3𝑝𝑠 и 𝑡𝑠 = 𝑟𝑠 − 𝑐3𝑝𝑠. Тогда 𝑧𝑠 −
𝑀𝑟𝑠+1 ≤ 𝑟𝑠+1 −  𝑀𝑟𝑠+1 ≤ 𝑡𝑠 −𝑀𝑟𝑠+1 п.н. 

𝑀𝑟𝑠+1 = ∫ 𝑧𝑑𝐹𝑠+1
𝑡𝑠
𝑧𝑠

(𝑧), где 𝐹𝑠+1(𝑧)-функция 

распределения случайной величины 𝑟𝑠+1. Используя 

формулу интегрирования по части для интеграла 

Стилтьеса и по теореме о среднем, имеем 

𝑀𝑟𝑠+1 = 𝑧𝑑𝐹𝑠+1(𝑧)    |𝑧𝑠    ∫ 𝐹𝑠+1
.

𝑧𝑠

𝑡𝑠    𝑡𝑠 (𝑧)𝑑𝑧 = 𝑡𝑠 − (𝑡𝑠 − 𝑧𝑠)𝜇, 

 Где 0 ≤ 𝜇 ≤ 1. 
Таким образом: 

−(𝑡𝑠 − 𝑧𝑠)(1 − 𝜇) ≤  𝑟𝑠+1 −  𝑀𝑟𝑠+1  ≤ (𝑡𝑠 − 𝑧3)𝜇 

𝑡𝑠 − 𝑧𝑠 =  𝑟𝑠 − 𝑐3𝑝𝑠 − 𝑟𝑠 − 𝑐3𝑝𝑠 = 2𝑐3𝑝𝑠 и т.к. 

предположили, что 𝑝𝑠 → 0 при 𝑠 →  ∞ по известной 

теореме из анализа [7] получим 𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

(𝑟𝑠+1 −  𝑀𝑟𝑠+1) =  0 

и, следовательно 𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

(2𝑟𝑠+1/2𝑀𝑟𝑠+1) = 1 т.е. величина 

2𝑟𝑠+1−𝑀𝑟𝑠+1 – Ограничена и для ∀𝑠 имеем 𝜀 > 0: 
2𝑟2

2𝑀𝑟𝑠  𝜀
 ≤

1.Поскольку 2𝑟𝑠 =  2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)+∆ - где -1<∆𝑠<1, то получим, 

что  

1 ≥
1

𝜀
,
𝑝𝑠2

∆𝑠

2𝑀𝑟𝑠
≥ 

0,5𝑝𝑠

𝜀2𝑀𝑟𝑠
    (1.13) 

Из (1.12, 1.13) имеем, т.к. 𝛿 > 0: 

𝑀𝑠+1𝑦𝑠+1 ≤ 𝑦𝑠 −
0,5𝛿

𝜀
∗ 

𝑝𝑠
2

2𝑀𝑟𝑠
 п.н.                  (1.14) 

Берём математическое ожидание от обеих частей 

неравенства и получаем 

𝑀𝑦𝑠+1 ≤ 𝑀𝑦𝑠 − 
0,5𝛿𝑀𝑝𝑠

2

𝜀2𝑀𝑟𝑠
. Переходя к 

экспоненциальной форме записи получаем 

2𝑀𝑦𝑠+1 ≤ 2𝑀𝑦𝑠 . 2 − 2
−
0.5𝜕𝑀𝑝𝑠

2

𝜀2𝑀𝑟𝑠    (1.15) 

Пусть ,  𝑍 =
0.5𝛿𝑀𝑝𝑠

2

𝜀2𝑀𝑟𝑠
, очевидно, 𝑍 > 0 , Так как из 

(1.8) 𝑝𝑠 = 2
𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠) ≤ 2𝑒𝑛𝑡(𝑞0)

𝜀2
= �̅� и учитывая (1.13) 

получим 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝛿�̅�. В силу выпуклости функции 

2−𝑍имеем, что для 𝛽 = 
1−2−𝛿�̅�

𝛿�̅�
 выполняется неравенство  

1 − 𝛽𝑧 ≥ 2−𝑍. В этом случае из соотношения (1.15) 

получим, что  
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2𝑀𝑦𝑠+1 ≤ 2𝑀𝑦𝑠 (1 − 𝛽 ∗
0.5𝜕𝑀𝑝𝑠

2

𝜀2𝑀𝑟𝑠
) = 2𝑀𝑦𝑠 − 

 
𝛽0,5𝛿𝑐6𝑀𝑝𝑠

2

𝜀
 ,     (1.16) 

Где 𝑐5 =𝑥∈𝕏
1𝑛𝑓2𝑓(𝑥)

, а 𝑦𝑠 = 𝑟𝑠 + 𝑓(𝑥
𝑠)  

Суммируя неравенство (1.16) при 𝑖 = 0 ,… . , 𝑠 имеем 

что  

2𝑀𝑦𝑠+1 ≤ 2𝑀𝑦0 − 
0,5𝛽𝛿𝑐6
𝜀

 ∑𝑀𝑝1
2

𝑠

𝑖=0

 

0 ≤ 2𝑀𝑦𝑠+1 + 2𝑀𝑦𝑠+1+𝑀𝑓(𝑥
𝑠+1)
, но  𝑟𝑠+1 ≤

𝑞0, и 𝑐4 ≤𝑥∈𝕏
𝑓(𝑥)

≤ 𝑐5 т.е. 2𝑀𝑦𝑠+1Ограничена.  

Константа 𝑐0 =
0,5𝛽𝛿𝑐6

𝜀
> 0 и окончательно получим, 

что  

𝐶0∑ 𝑀𝑝1
2𝑠

1=0 ≤ 2𝑀𝑦0 − 2𝑀𝑦𝑠+1 < +∞ , что и 

доказывает лемму 1.2. ∆ 

Следствие. Выполняется  𝑝𝑠 → 0 и 𝑟𝑠 →  ∞ при  𝑠 →
∞ п.н. 

Лемма 1.3. Выполняется lim
𝑠→∞

(𝑝𝑠−1/𝑝𝑠) = 1п.н. 

Доказательство. Из (1.8) следует (т.к. 𝑟𝑠 →  ∞ п.н.), 

что почти для каждого элементарного события 𝜔𝜖Ω  

найдется такой номер S(𝜔), что при 𝑠 > 𝑆(𝜔) имеем 

𝑟𝑠+1 = 𝑟𝑠 + ∆𝑟𝑠 − 𝛾
𝑠+1, ∆𝑥𝑠+1 >  𝛿𝑝𝑠  (1.17) 

Из (1.7) имеем, что ∆𝑥𝑠+1 = 𝑥𝑠+1 − 𝑥𝑠+1 − 𝑥𝑠(𝑥𝑠 −
 𝑝𝑠 𝑦𝑠) − 𝑥𝑠 . Используя неравенство Шварца и свойства 

операторов проектирования на выпуклое множество 𝕏, 

получим 
|∆𝑟𝑠| = |−< 𝛾

𝑠+1, ∆𝑥𝑠+1 > −𝛿𝑝𝑠 |≤ 𝛾
𝑠+1|𝜋𝑥(𝑥

𝑠 −
𝑝𝑠𝑦

𝑠) − 𝑥𝑠| + 𝛿𝑝𝑠 ≤ 𝑐2
2𝑝𝑠 + 𝛿𝑝𝑠 = 𝑐3𝑝3,  (1.18) 

где 𝑐3 > 0. 
Так как  𝑝𝑠 → 0 при 𝑠 → ∞ , то для достаточно 

больших 𝑠 будет 
|∆𝑟𝑠| ≪ 1, т.е. 𝑟𝑠 ∈ ℝ. 
𝑝𝑠−1

𝑝𝑠
= 2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1−𝑐3). Из леммы 1.2. следует, что  

𝑝𝑠−1 → 0  при  𝑠 →  ∞ и переходя к пределу получим 

1 < lim
𝑠 → ∞

( 𝑝𝑠−1/𝑝𝑠) ≤ 1 при 𝑟 ∈ ℤ  (1.19) 

Поскольку  𝑟𝑠 = 𝑟𝑠+1 + ∆𝑟𝑠+1 и из (1.18) следует, что  

∆𝑟𝑠−1 → 0, а из Леммы 1.2. 𝑟𝑠−1 →  ∞ то  𝑟𝑠−1 ∈ ℝ и 

множество  ℤ ⊂ ℝ будет множеством меры нуль, 

поэтому получим 

lim
𝑠 → ∞

(𝑝𝑠−1/𝑝𝑠−1) = 1 п.н. ∆ 

Доказательство теоремы 1.1. основывается на 

доказанных выше леммах 1.1, 1.2, 1.3 и теореме 1.5. 

(приложение 2). Это доказательство практически не 

отличается от доказательства теоремы 1.6. и приведено 

в приложении 3. ∆ 

Таким образом, теорема 1.1. доказывает сходимость 

предлагаемого вычислительного процесса 

применительно к СтВу. 

3. Производительность методов 
вычисления 

Производительность методов вычисления зависит от 

нескольких факторов: вида функции 𝑓(𝑥), 
характеристик случайных процессов на входе 

оптимизатора, алгоритма обработки, включая 

возможность параллельной обработки, способа 

аппретурной репликации. В данном пункте 

рассматривается асимптотическая оценка скорости 

сходимости метода для СтВУ при заданном оценка 

скорости сходимости метода для СтВу при заданном 

числе шагов интерации (103). Для оценки скорости 

сходимости необходимо изучить асимптотические 

свойства последовательности шаговых множителей 

𝑝𝑠 = 2
𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠)из теоремы 1.1. 

Лемма 1.4. Для последовательности  (𝑥𝑠) 
Выполняются все условия теоремы 1.1. и функция 𝑓(𝑥) 
дважды непрерывно дифференцируема на открытом 

множестве содержащим 𝕏, тогда 𝑝𝑠 = 2
𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠) =

𝑎

(1+𝑠)𝛿𝑙𝑛2
+ 0(1/1 + 𝑠))п.н. 

Где 0(1/(𝑠 + 1)) − величина бесконечно малая по 

сравнению с 1/(1 + 𝑠), 𝑎𝑠 ∈ (0,5: 2). 
Доказательство леммы приведено в приложении 3. 

При оценке скорости сходимости рекуррентных 

стохастических алгоритмов, в качестве критерия, 

обычно, принимает значение 𝑀|𝑥𝑠 − 𝑥∗-точка 

минимума функции x (f)на множестве X [2] 

Теорема 1.2. Для последовательности (𝑥𝑠) 
выполняются все условия теоремы 1.1. функция 

𝑓(𝑥)дважды непрерывно дифференцируема на 

открытом множестве, содержащим 𝕏,𝑀|𝛾𝑠||2 ≤ 00
2 𝑠 =

0,1,2,… . 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥∗) + 𝐵|𝑥∗ − 𝑥|2, 
Где  𝐵 > 0 и  

𝑥∗точка минимума (𝑓𝑥) на 𝕏, тогда при 𝛿0 𝐵
=/(1,25𝑙𝑛2) имеем  𝑀|𝑥∗ − 𝑥𝑠+1|2

≤
1,5600

2

𝐵2(1 + 𝑠)
+ 0 (

1

1 + 𝑠
)п. н. 

Доказательство. Введём функцию вида  𝑤(𝑥𝑠) =
|𝑥∗ − 𝑥𝑠|2. Из условий теоремы 1.1. 

 𝜉𝑠 = 𝛾𝑠 − 𝑓(𝑥𝑠). Как следует из  (1.18) 

𝑔𝑠−1 = 2
𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1−𝑐3𝑝𝑠 ≤ 𝑝𝑠 = 2

𝑒𝑛𝑡−(𝑟𝑠−1−𝛾
𝑠,∆𝑥𝑠>−𝛿𝑝𝑠) ≤

2𝑒𝑛𝑡−(𝑟𝑠−1+𝑐2𝑝𝑠−1) = ℎ𝑠−1    (1.20) 

Из леммы 1.4. имеем, что 𝑝𝑠 =
𝑎2

(1+𝑠)𝛿𝑙𝑛2
+ 𝑜(1/(1 +

𝑠))  п.н., где 𝑎𝑠 ∈ (0,5; 2). Следовательно, с некоторого 

номера 𝑠 и 𝜀 > 0 имеем: 

𝑡𝑠 =  
𝑎𝑠−𝜀

(1+𝑠)𝛿𝑙𝑛2
< 𝑝𝑠 <

𝑎𝑠+𝜀

(1+𝑠)𝛿𝑙𝑛2
= 1𝑠  (1.21) 

Далее, используем неравенство Швардца и свойство 

оператора проектирования на выпуклое множество [7, 

8], определение СКГ и получим: 

𝑤(𝑥𝑠+1) = |𝑥∗ − 𝑥𝑠+1|2 ≤ |𝑥∗ − 𝑥𝑠 + 𝑝𝑠𝛾
𝑠|2 

𝑤(𝑥𝑠+1) ≤ 𝑤(𝑥𝑠) + 2𝑝2 < 𝛾
𝑠 , 𝑥∗ − 𝑥𝑠 > +𝑝𝑠

2|𝛾3|2 ≤

𝑤(𝑥𝑠) + 2𝑝𝑠(𝑓
∗ − 𝑓(𝑥𝑠)) +  2𝑝𝑠 < 𝜉

𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 >

+2𝑔𝑠−1 < 𝜉
𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 > 2𝑔𝑠−1 < 𝜉

𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 >
 + 𝑝𝑠

2|𝛾𝑠|2, 

Где 𝑓∗ = 𝑓(𝑥∗) и использованы свойства градиента 

дважды непрерывно дифференцируемой функции, т.к. 

𝛾𝑠 = 𝑓 − 𝑓(𝑥𝑠)𝜉𝑠. 
Таким образом, используя соотношения (1.20, 1.21), 

получим:  

𝑤(𝑥𝑠+1) ≤ 𝑤(𝑥𝑠) + 2𝑝2(𝑓
∗ − 𝑓(𝑥𝑠)) + 2(𝑝𝑠 −

𝑔𝑠−1)|𝜉
𝑠||𝑥∗ − 𝑥𝑠| + 2𝑔𝑠−1 < 𝜉

𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 > +𝑝𝑠
2|𝛾𝑠|2 ≤

𝑤(𝑥𝑠) + 2𝑡𝑠(𝑓
∗ − 𝑓(𝑥𝑠)) + 2(ℎ𝑠−1 − 𝑔𝑠−1) |𝜉

𝑠|𝑥∗ −

𝑥𝑠| + 2𝑔𝑠−1 < 𝜉
𝑠𝑥∗ − 𝑥𝑠 > +𝑙𝑠

2|𝛾𝑠|2   

  (1.22) 

Рассмотрим слагаемое 

2(ℎ𝑠−1 − 𝑔𝑠−1)|𝜉
𝑠||𝑥∗ − 𝑥𝑠|

= 2(2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1+𝑐3𝑝𝑠−1)

− 2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1+𝑐3𝑝𝑠−1)),∗ |𝜉𝑠||𝑥∗ − 𝑥𝑠| 
|𝜉𝑠| Ограничена, |𝑥∗ − 𝑥𝑠| → 0 по теореме 1.1, 

𝑝𝑠−1 → 0 и  𝑟𝑠−1 → ∞ п.н. по следствию леммы 1.2. При 
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достаточно большом 𝑠 длина интервала [ 𝑟𝑠−1 −
𝑐3𝑝𝑠−1, 𝑟𝑠−1 + 𝑐3𝑝𝑠−1] будет <<1 и тогда в этот интервал 

может попасть не более чем одно целое число. Учитывая 

свойства функции  𝑒𝑛𝑡 будем иметь, что (ℎ𝑠−1 − 𝑔𝑠−1) ≤

2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1+𝑐3𝑝𝑠−1) − 𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1+𝑐3𝑝𝑠−1) − 1)2(𝑟𝑠−1+𝑐3𝑝𝑠−1) ≤

2𝑒𝑛𝑡(𝑟𝑠−1+𝑐3𝑝𝑠−1) → 0 , т.к. 𝑟𝑠−1 → ∞ п.н. Функция  

𝑒𝑛𝑡(𝑦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  в тех промежутках, где 𝑦 ∈  𝑍 и поэтому 

при 𝑠 →  ∞  (ℎ𝑠−1 − 𝑔𝑠−1) = 0 п.н.за исключением 

множества меры нуль (ℤ ⊂  ℝ) 

Таким образом получаем, что 

𝑤(𝑥𝑠+1) ≤ 𝑤(𝑥𝑠) + 2𝑡𝑠(𝑓
∗ − 𝑓(𝑥𝑠)) + 2𝑔𝑠−1

< 𝜉𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 + 𝑙𝑠
2|𝛾𝑠|2 

По условию теоремы имеем  𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥∗) + 𝐵|𝑥∗ −
𝑥𝑠|2 и по (1.10) получим 

𝑤(𝑥𝑠+1) ≤ 𝑤(𝑥𝑠) −
2(𝑎2−𝜀)𝐵

(1+𝑠)𝛿𝑙𝑛2
𝑤(𝑥𝑠) +

 
(𝑎2−𝜀)

2

(1+𝑠)2𝛿2𝑙𝑛22
|𝛾𝑠|2 + 2𝑔𝑠−1 < 𝜉

𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 > (1.23) 

Величина 𝜀 > 0 может быть произвольно малой, 

поэтому, учитывая, что правая часть неравенств (1.23) 

выпуклая функция от 𝑎𝑠 ∈ [0.5; 2], то она достигает 

своего максимума при 𝑎𝑠 = 0,5 или 𝑎𝑠 = 2 

Введём обозначения: 𝑘 = 1 + 𝑠, 𝐶𝑘 =  
𝐵

𝛿𝑙𝑛2
 и 𝑑𝑘 =

0,25|𝛾𝑘|2

𝛿2𝑙𝑛22
 при 𝑎𝑠 = 0,5 и 𝐶𝑘 =

4𝐵

𝛿𝑙𝑛2
 , 𝑑𝑘 =  

4|𝛾𝑘|2

𝛿2𝑙𝑛22
 при 𝑎𝑠 =

2, 𝑤(𝑥𝑠+1) = 𝑢𝑘+1 , 𝐶𝑘 = 2𝑔𝑠−1 < 𝜉
𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 >. 

Значения 𝐶𝑘 и  𝑑𝑘 выбираются из условия 

max (
𝐶𝑘

𝐾
𝑢𝑘 +

𝑑𝑘

𝑘2
).  Из  (1.23) получим, что 𝑢𝑘+1 ≤ 𝑢𝑘 −

𝑐𝑘

𝑘
𝑢𝑘 +

𝑑𝑘

𝑘2
+ 𝐺𝑘. 

Возьмём 𝛿
𝐵

1.25𝑙𝑛2
 и 𝑣𝑘 = 𝑘𝑢𝑘 −

(1,25)2|𝛾𝑠|2

𝐵2
. Тогда 

имеем:  

𝑣𝑘+1 = (𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 −
(1,25)2|𝛾𝑠|2

𝐵2
 

≤ 𝑘(1 + 1/𝑘)((1 − 𝐶𝑘/𝑘)𝑢𝑘 + 𝐺𝑘

+
𝑑𝑘
𝑘2
) − 

− 
(1,25)2|𝛾𝑠|2

𝐵2
= 𝑘𝑢𝑘(1 − (𝐶𝑘 − 1)/𝑘 − 𝐶𝑘/𝑘

2) + 𝑑𝑘(1

+ 1/𝑘)𝐺𝑘  − 

− 
(1,25)2|𝛾𝑠|2

𝐵2
= (𝑉𝑘 +

(1,25)2|𝛾𝑠|2

𝐵2
)(1 − (𝐶𝑘 − 1)/𝑘

− 𝐶𝑘/𝑘
2) + 𝑑𝑘/𝑘

2 + 𝑑𝑘  /𝑘 – 

−
(1,25)2|𝛾𝑠|2

𝐵2
+ 𝑘(1 + 1/𝑘)𝐺𝑘

= 𝑉𝑘(1 − (𝐶𝑘 − 1)/𝑘 − 𝐶𝑘/𝑘
2) − 

−
1,252|𝛾𝑘|2(𝐶𝑘−1)

𝐵2𝑘
+ 𝑑𝑘/𝑘−

𝐶𝑘(1,25)
2|𝛾𝑠|2

𝑘2𝐵2
 + 𝑑𝑘/𝑘

2 +

𝑘(1 + 1/𝑘)𝐶𝑘                   (1.24) 

Рассмотрим слагаемые: 
𝑑𝑘

𝑘
−
1,252|𝛾𝑘|2(𝐶𝑘−1)

𝐵2𝑘
   (1.25) 

При 𝑎𝑠 = 0,5 𝐶𝑘 =
𝐵

𝛿𝑙𝑛2
=

𝐵
𝐵𝑙𝑛2

1,25𝑙𝑛2

= 1,25 и 𝑑𝑘 =

0,25|𝛾𝑘|2

𝛿2𝑙𝑛22
=

0,25|𝛾𝑘|2

𝐵2𝑙𝑛22

1,252𝑙𝑛22

=
0,25(1,25)2𝛾𝑘|2

𝐵2
  и тогда значение 

(1.25) будет равно: 
0,25(1,25)2𝛾𝑘|2

𝐵2𝑘
− 

0,25(1,25)2𝛾𝑘|2

𝐵2𝑘
=  0 

Аналогично, при 𝑎𝑠 = 2 ∶ 

𝐶𝑘 =  
4𝐵

𝛿𝑙𝑛2
=

4𝐵

𝐵𝑙𝑛2
1,25𝑙𝑛2

= 1,25 ∗ 4 

−𝑑𝑘 =
4|𝛾𝑘|2

𝑑2𝑙𝑛22
= 

4|𝛾𝑘|2

𝐵𝑙𝑛22

(1,25)2𝑙𝑛22

=
4(1,25)2𝛾𝑘|2

𝐵2
  и тогда 

значение выражения (1.25) будет равно: 
4(1,25)2|𝛾𝑘|2

𝐵2𝑘
−
4(1,25)2|𝛾𝑘|2

𝐵2𝑘
= 0  Поэтому из (1.24) 

получаем соотношение: 

𝑉𝑘+1 ≤ 𝑉𝑘 (1
𝐶𝑘−1   𝐶𝑘 

𝑘             𝑘2 
) + 

𝑑𝑘−(1,25)
2𝐶𝑘|𝛾

𝑘|2

𝑘2
+ 𝑘(1 +

1

𝐾
)𝐶𝑘 ≤ 𝑉𝑘(1

𝑚𝑖𝑛𝐶𝑘−1

𝑘
− 

𝑚𝑖𝑛0𝑘

𝑘2
+ 

𝑚𝑎𝑥𝑑𝑘

𝑘2
+  𝑘(1 +

          
1

𝑘
)𝐶𝑘     (1.26) 

Учитывая, что 𝑚𝑖𝑛𝐶𝑘 = 1,25 > 1 и что 𝐶𝑘 =
2𝑔𝑠−1 < 𝜉

𝑠, 𝑥∗ − 𝑥𝑠 > т.к. 𝑥𝑠 = 𝜋𝑥(𝑥
𝑠−1 −

𝑝𝑠−1𝛾
𝑠−1) , 𝑀𝑠𝜉

𝑠 = 0 По определению СКГ, то взяв 

сначала условное, в потом безусловное математическое 

ожидание от (1.26) получим 

M𝑣𝑘+1 ≤ 𝑀𝑣𝑘 (1 −
0,25

𝑘
−
1.25

𝑘2
) +

4(1,25)2

𝐵2𝑘2
𝑀|𝛾𝑘|2 ≤

𝑀𝑣𝑘(1 − 0,25/𝑘) +
4(1,25)2𝑜0

2

𝐵2𝑘2
 . 

По лемме о рекуррентных последовательностях 

(приложение 2) получим lim
𝑘 → ∞

𝑀𝑣𝑘 ≤ 0 . Таким образом, 

учитывая определение 𝑉𝑘 имеем  

M𝑢𝑘+1 ≤
(1,25)2𝑜0

2

𝑘𝐵2
+  0 (

1

𝑘
) =

1,56𝑜0
2

(1+𝑠)𝐵2
+ 0(

1

1+𝑠
), что и 

доказывает теорему. ∆ 

Следствие из теоремы 1.2. по (1.10) имеем 

𝑀|𝑥∗ − 𝑥𝑠+1|2 ≤
1,56𝑛𝑐2

(𝑠 + 1)
. 

Если минимум функции 𝑓(𝑥) находятся внутри 

множества 𝑋 или, если решается задача безусловной 

оптимизации, то ∇𝑓(𝑥∗) = 0 и тогда, при 𝑠 → ∞  имеем  

|∇𝑓(𝑥𝑠)| →  0 п.н.,т.е. для достаточно больших 𝑠 будет 
|∇𝑓(𝑥𝑠)| ≤ 𝜀1, где 𝜀1 > 0 произвольно малое 

положительное число. При исследовании вопросов 

стохастической оптимизации, как правило, задаётся 

ограничение 𝑜2 на дисперсию компонентов СКГ [4] в 

виде соотношения 𝑀(𝜉𝑘
𝑠 − 𝑓𝑘(𝑥

𝑠)) < 𝑜2 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑠 =

0,1,… . .,  где 𝑛 − размеренность пространства. Для 

дифференцируемой функции 𝑓𝑘(𝑥
𝑠) = ∇𝑓𝑘(𝑥

𝑠) и в 

окрестности стационарной точки значение ∇𝑓𝑘(𝑥
𝑠) 

мало. 

Поэтому, при асимптотических оценках можно 

положить оценках можно положить, что 𝑀[(𝜉𝑘
𝑠)2] < 𝑜2 

начиная с некоторого 𝑠. Из (2.5) имеем (𝛾𝑘
𝑠)2 =

𝑐2𝑢+(|𝜉𝑘
𝑠| − 𝑎𝑠), 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅.  

Далее, берём математическое ожидание и получим 

(см. п.1.2) 

𝑀[(𝛾𝑘
𝑠)2] = 𝑐𝑀|𝜉𝑘

𝑠| = 21𝑀|𝜉𝑘
𝑠|. Используя 

неравенство Йенсена [8] получим 𝑜2 > 𝑀[(𝜉𝑘
𝑠)2] ≥

[𝑀|𝜉𝑘
𝑠|]2 = {

𝑀(𝛾𝑘
𝑠)2]

𝐶
}2.  Следовательно 𝑐𝑜 > 𝑀(𝛾𝑘

𝑠)2]. 

По определению евклидовой нормы имеем 

𝑀|𝛾𝑠|2 = ∑ 𝑀𝑛
𝑘=1 (𝛾𝑘

𝑠)2 и получаем, что 𝑛𝑐𝑜 >
𝑀|𝛾𝑠|2 и тогда можно положить 00

2 = 𝑛𝑐𝑜. (1.27) 

По условию теоремы 2.1. |𝜉𝑘
𝑠| < 𝑐 п.н. 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑠 =

0,1,… ., то воспользовавшись правилом трёх сигма 

можно считать, что 𝑐 = 3𝑜 и тогда 𝑜0
2 = 3𝑛𝑜2  

   (1.28) 

Проведя аналогичные выкладки для метода по 

теореме 1.6. учитывая, что вместо  𝛾𝑠  там используют 

СКГ  𝜉𝑠 , 𝑎𝑠 = 1 и т.к. 𝑛𝑜2 > 𝑀|𝜉𝑘
𝑠|2 получим, что 
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𝑀|𝑥∗ − 𝑥𝑠+1|2 ≤
𝑛𝑜2

𝛿2𝑙𝑛22(2𝐵/(𝛿2𝑙𝑛2) − 1)(1 + 𝑠)
+ 𝑜(1/(1 + 𝑠)]. 

Из теоремы 1.2. 𝛿 = 𝐵/(1,25𝑙𝑛2) (1.29) 

И тогда для исходного метода-аналога будет: 

𝑀|𝑥∗ − 𝑥𝑠+1|2 ≤
𝑛𝑜2

𝐵2(1 + 𝑠)
+  0 (

1

1 + 𝑠
). 

Для исследуемого метода по теореме 2.2. получим 

оценку:  

𝑀|𝑥∗ − 𝑥𝑠+1|2 ≤
4,7𝑛𝑜2

𝐵2(1+𝑠)
+ 0(

1

1+𝑠
) =

1,56𝑛𝑐𝑜

𝐵2(1+𝑠)
+

0(
1

1+𝑠
)     (1.30) 

Таким образом, ориентировочно можно сравнить по 

количеству шагов итерации исследуемый метов и метод 

аналог. 

Пусть 𝑆 – число итераций для СтВУ с ЛПКВ, а 𝑁 – 

число итерации для исходного алгоритма, необходимое 

для достижения заданной точности вычислений, тогда 

получим  
𝑆

𝑁
=
1,56𝑐

𝜎
      (1.31) 

Или, при выполнении соотношения 𝑐 = 3𝜎 , будет: 
𝑆

𝑁
= 4,7 = 5  раз    (1.32) 

4. Заключение 

Время выполнения алгоритма зависит от конкретной 

задачи оптимизации, то есть от стохастического 

квазиградиента, а также от структуры вычислительного 

устройства, времени выполнения базовых операций, 

таких как сдвиг и сложение, и требуемой точности 

вычислений. Структура вычислительного устройства, в 

свою очередь, определяется размерностью задачи и 

разрядностью регистров, используемых в процессе 

вычислений, что связано с необходимой точностью 

расчетов. 
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