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The relationship between the natural frequency of a bridge structure and its 

flexural stiffness as the basis for dynamic monitoring 
 

A.Kh. Matkarimov1 a, L.R. Yuldashev2 b, Zh.L. Yuldashev2 c 
1Tashkent state transport university, Tashkent, Uzbekistan 

2Institute of Seismology, Academy of Sciences of the Republic of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 

 

Abstract: This article examines the analytical and experimental relationship between the natural frequency (f) of a 
bridge structure and its bending stiffness (EJ). It is shown that changes in modal parameters can be used 
as a diagnostic indicator of degradation of the structural system. A method is proposed for determining 
the first natural frequency based on vibration measurement data and for assessing the relative change in 
stiffness. This work forms the basis for the further development of a probabilistic degradation model. 

Keywords: modal analysis, natural frequency, structural stiffness, dynamic monitoring, vibration monitoring 

 

Связь собственной частоты мостовой конструкции с её изгибной 

жёсткостью как основа динамического мониторинга 
 

Маткаримов А.Х.1 a, Юлдашев Л.Р.2 b, Юлдашев Ж.Л.2 c 
1Ташкентский государственный транспортный университет, Ташкент, Узбекистан 

2Институт сейсмологии АН РУз, Ташкент, Узбекистан 

 

Аннотaция: В статье рассматривается аналитическая и экспериментальная связь между собственной частотой 
(f) мостовой конструкции и её изгибной жёсткостью (EJ). Показано, что изменение модальных 
параметров может быть использовано в качестве диагностического признака деградации 

конструктивной системы. Предложена методика определения первой собственной частоты по 
данным вибрационных измерений и оценка относительного изменения жёсткости. Работа 
формирует основу для дальнейшего построения вероятностной модели деградации. 

Ключевые слова: модальный анализ, собственная частота, жёсткость конструкции, динамический мониторинг, 
вибрационный контроль 

1. Введение 

Современные методы мониторинга мостовых 
сооружений всё чаще основаны на анализе их 
динамического отклика под воздействием 
транспортных и природных нагрузок. В отличие от 
статических методов обследования, динамический 
подход позволяет выявлять изменения структурных 

характеристик без разрушения конструкции. 
Одним из ключевых параметров динамической 

системы мостового пролёта является его собственная 
частота изгибных колебаний. Изменение частоты во 
времени может свидетельствовать об изменении 
жёсткости конструкции вследствие 
трещинообразования, усталости материала или 
ослабления связей. 

Цель настоящей работы — установить 
аналитическую связь между частотой и жёсткостью и 
показать возможность использования данной 
зависимости для инженерной диагностики. 

2. Методика исследования 

Теоретическая модель мостовой конструкции 

 
a  https://orcid.org/0000-0002-2570-5395      

Рассмотрим упрощённую модель пролётного 
строения как однопролётную балку длиной l с 

распределённой массой m и изгибной жёсткостью EI для 
шарнирно-опёртой схемы.  

  
Рис.1. Однопролётная балка длиной l с массой m и 

жёсткостью EI, шарнирно опёртая по концам 

Уравнение поперечных колебаний моста как балки 
[1,2] имеет вид: 

  𝐸𝐽
𝜕4𝑤

𝜕𝑧4
+𝑚

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0;                     (1)                                                                          

𝑚 = 𝜌𝐹 – масса, приходящаяся на единицу длины 

балки;𝐸𝐽 – жесткость на изгиб материала балки; 

b  https://orcid.org/0009-0002-0271-3058 
c  https://orcid.org/0009-0004-5177-4775 
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Начальные условия возьмем в более общем виде 

   𝑤(𝑧, 0) = 𝜓1(𝑧), 𝑤̇(𝑧, 0) = 𝜓2(𝑧).          (2) 

К уравнению (1) подберем граничные условия, 

соответствующие шарнирного соединения концов 

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤′′(0, 𝑡) = 𝑤(𝑙, 𝑡) = 𝑤′′(𝑙, 𝑡) = 0.       (3)                                 

           Решение задачи (1) – (3) будем искать в виде 

    𝑤(𝑧, 𝑡) = ∑ 𝜈𝑛(𝑧) 𝑇𝑛(𝑡)
∞
𝑛=1 ,                     (4)                                         

где  𝜈𝑛(𝑧) – фундаментальные формы, 𝑇𝑛(𝑡)– 
функция времени. 

          Теперь подставим (4) в (1) получим 

                           𝜈𝑛
𝐼𝑉(𝑧) − 𝜆𝑛

4  𝜈𝑛(𝑧) = 0, 
                               𝑇̈𝑛(𝑡) + 𝜔𝑛

2𝑇𝑛(𝑡) = 0,                        (5) 

где            𝜔𝑛
2 = 𝑎2𝜆𝑛

4 .  𝑎2 =
𝐸𝐽

𝑚
,      

          Фундаментальную форму примем  

     𝜈𝑛(𝑧) = 𝐶1𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛𝑧) + 𝐶2𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑛𝑧) +
                    𝐶3𝑛𝑠ℎ(𝜆𝑛𝑧) + 𝐶4𝑛𝑐ℎ(𝜆𝑛𝑧),                               (6) 

Для граничных условий (3) имеем 

  𝐶2𝑛 = 𝐶3𝑛 = 𝐶4𝑛 = 0,𝐶1𝑛 ≠ 0,   

𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛𝑧) = 0.                            (7) 
Корни частотного уравнения (7) будут: 

                             𝜆𝑛𝑙 = 𝜋 ⋅ 𝑛,  𝑛 = 1, . . . . , 𝑁.. 
          Решение для Tn (t) имеет вид     

  𝑇𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑛 𝑡 + 𝑏𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑛 𝑡 .      (8) 

Таким образом, для прогиба имеем 

                      𝑤(𝑧, 𝑡) = ∑ [𝐶1𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛𝑧)]𝑇𝑛(𝑡)
∞
𝑛=1 ,                              

Первая собственная частота балки (для шарнирно-
опёртой схемы) определяется выражением: 

 

𝜔1
2 = 𝑎2𝜆1

4.   𝜔1 = 2𝜋𝑓1 .        𝑓1 = (
1

2𝜋
)𝜆1
2√

(𝐸𝐽

𝜌𝐹
).    

𝜆1 = 𝜋/𝑙;  𝑓1 = (
1

2𝜋
)(𝜋/𝑙)2√

(𝐸𝐽

𝜌𝐹
) ≈ 1.57/𝑙2√

(𝐸𝐽

𝜌𝐹
). 

где: E — модуль упругости материала, J — момент 
инерции поперечного сечения, l — длина пролёта, m — 
масса на единицу длины. 

Следовательно, собственная частота 
пропорциональна корню из изгибной жёсткости EJ и 
обратно пропорциональна погонной массы, 
умноженной   квадрату длины пролёта. 

Отсюда можно выразить изгибную жёсткость: 

 

                  𝐸𝐽 ≈ 0,41𝑙4𝜌𝐹𝑓1
2 .                       (9) 

 
Рис.2. Изменение жесткости в зависимости от 

частоты 

Таким образом, изгибная жёсткость 
пропорциональна квадрату частоты. 

 Чувствительность частоты к изменению 

жёсткости 
Пусть первоначальная частота fп =(f1)п    

соответствует жёсткости kп=(EJ)п,  
Тогда при изменении частоты до значения f имеем: 
k / kп = (f / fп)2. 

Следовательно, относительное снижение частоты 
приводит к более выраженному снижению жёсткости. 
Например, уменьшение частоты на 5 % соответствует 
снижению жёсткости приблизительно на 10 %. Это 
свойство делает частоту чувствительным индикатором 
структурной деградации. 

Методика извлечения собственной частоты из 

экспериментальных данных [3,4]. 

Алгоритм обработки вибрационного сигнала 
включает: 

1. Удаление постоянной составляющей (DC-
offset); 

2. Применение оконной функции (например, 
Хэннинга); 

3. Выполнение быстрого преобразования Фурье 
(FFT); 

4. Поиск максимума амплитуды в рабочей полосе 

частот (0.1–20 Гц); 
5. Уточнение положения пика методом 

интерполяции. 
Рабочая полоса частот выбирается исходя из 

динамических характеристик автомобильных и 
железнодорожных мостов (как правило, 0.3–20 Гц).  

Иллюстративный расчёт 

Пусть: - длина пролёта l = 30 м, - масса на единицу 

длины m = 25 000 кг/м, - измеренная частота f₀ = 3.0 Гц. 
Тогда изгибная жёсткость определяется из 

выражения: 

𝐸𝐽 ≈ 0,4𝑙4𝜌𝐹𝑓1
2 = 0,4 ⋅ 304 ⋅ 25000 ⋅ 3 = 2430 ⋅ 107

= 24,3 ⋅ 108кГ ⋅ м2 . 
Если частота снизилась до 2.8 Гц, относительное 

изменение жёсткости: 
(EJ / EJ₀) = (2.8 / 3.0)2 ≈ 0.87. 
Изгибная жёсткость уменьшилась примерно на 13 %. 
Обсуждение 

Представленный подход основан на ряде 

допущений: 

• неизменность массы пролёта; 

• постоянство граничных условий опирания; 

• линейность динамической модели; 

• отсутствие температурных деформаций. 
Температурные изменения, предварительное 
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напряжение, изменение состояния опор и подвижных 
элементов могут существенно влиять на измеряемую 
частоту. Поэтому дальнейшее развитие метода должно 
включать температурную декомпозицию и 
стохастическую фильтрацию параметров. 

3. Заключение 

1. Анализ Собственная частота пролётного строения 
напрямую связана с его изгибной жёсткостью EJ. 

2. Частота является чувствительным индикатором 

снижения несущей способности моста. 
3. Анализ динамических данных позволяет 

оценивать относительное изменение изгибной 
жёсткости без остановки эксплуатации. 

4. Полученные результаты формируют основу для 
построения вероятностной модели деградации 
мостовых конструкций и прогноза остаточного ресурса. 

Перспективы дальнейших исследований 

• учёт температурного влияния; 

• расширение модели до многомодальной системы; 

• построение байесовской оценки параметров 
деградации; 

• экспериментальная валидация на реальных 
объектах. 
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